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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2014

Epreuve a option (A) : Mathématiques

Eléments de correction

Partie 1 : convergence d’'une série entiere de matrices

L [Alls=SuplllAZ|; Zetp (D), | Z| <1}.
clAY <Al Y
Si Y =0, I'inégalité est évidente.

1
Sinon, on pose Z = m Y qui vérifie | Z || =1,donc || AZ || < || A|ls par définition de la norme

subordonnée.
Onendeéduit: [AY [=[AZ| Y I <l AlsIIY].
*lABls<IAlslIBls-
Pour tout Z € 4,1 (C) telque | Z|| < 1,0na:
IABZ I <[ AllsIBZII<IAllsIBls -
Onendéduit: | AB|ls =Sup{ | ABZ||; Z€ Mp (C), | Z| <=} <|AlsBls.
2. Soit A€ #,(C). Soit A € sp(A) et X une colonne-propre de A associée a cette valeur propre.
A ITXT=1AXT=1AXT<IAls1X1,
d’ot, comme | X || >0, | Al <[ Alls.
Il en résulte que le rayon spectral de A est majoré par la norme de A:

pA=IAls .

3. a) Il s’agit de prouver: {A€ .4,(C); | Alls <R} c . c{A€ My(C); p(A) <R}.
e Premiere inclusion

Si | Alls< R, la série numérique de terme général | ¢, A" | s est convergente, puisque, par récurrence
immédiate a partir de la question 1, || ¢, A" ||s < lcul || Alls™ .

Des lors, la série Z cp A" est absolument convergente, donc convergente (puisque 1’espace vectoriel
n=0
A, (C) est de dimension finie). Par conséquent A est un élément de <.
« Seconde inclusion

Soit A € .4, (C) telle que p(A) > R. Soit X une colonne-propre de A associée a une valeur propre A de
module strictement supérieur a 1.

N N
Pourtout NeN,ona: ) ¢, A"X =) c,A"X.
n=0 n=0

Option A Eléments de correction Page 1/8



BECEAS 2014

Comme |A| > R, la suite (c,A"),, ) West pas bornée.

1l en résulte que les séries Z cp A", Z ¢, A" X et donc Z cp A" sont divergentes.
n=0 n=0 n=0
Par conséquent A n’est pas un élément de <.

b) Lorsque p =1, les normes sur .41 (C), identifié a C, sont proportionnelles au module :
Ja>0,VZ=(2) ety (O), | Z|=alzl.
La norme subordonnée sur .4, (C), identifié a C, est donc le module :
VA=(a)ety(), || als=zl
puisque | AZ |=a lazl=lal | Z |.
La double inclusion précédente signifie donc que ’ensemble des nombres complexes z pour
lesquels la série entiere Z cnz" est convergente est compris entre le disque de convergence (ouvert) de

n=0
la série entiére et son adhérence, le disque fermé de centre 0 et de rayon R.

c) Soit o/ € M, (C) et A’ une matrice semblable a A.
Soit alors P une matrice inversible telle que A’ = P"'AP.

N N
Pourtout NeN,ona: Y c, (AN =P7'( Y c,A")P.
n=0

n=0
Par continuité de 'endomorphisme M — P~'M P de (), A" est donc un élément de <., puisque
N [eS)
Py cyA")Ptendvers P7'( ) ¢, A")P quand N tend vers I'infini.

n=0 n=0
d) Soit A une matrice diagonalisable de J%,,((D) et P une matrice inversible telle que la matrice
P~1 AP soit égale a une matrice diagonale D = diag(A1,...,1p) .

Si le rayon spectral de A est strictement inférieur a R, la série Z cp D" est convergente, et de somme

n=0
diag(} caM1",..., Y. cnAp™.

n=0 n=0
Il en résulte d’apres c) que A, semblable a D appartient a «/,.

Option A Eléments de correction Page 2/8
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Partie 2 : quelques calculs et un exemple

n+1
L. =(=D"
up(z) =(-1 "
1 1 1
a) dn+1 —dn =In(1+ ;) - m = O(ﬁ)

La série de terme général d,,+1 —d,, est donc convergente, par comparaison. Il en résulte (par le théoréeme
"suite-série") que la suite d = (d;) ,eN+ €st convergente.

2N-1 2N-1 (_l)n N-1 1 N 1 2N 1 N 1
),;]u”() ,;] n+l ,Cgozkn ,C;Zk n;n k;lzk
dou:
2N-1 N]. N 1
Y oun) = Z; Z% (In@2n) — don) - (In(n) — dn) =1In(2) + dy — don (¥).
n=0 =1 k=1
2N-1
Grace a a), on déduit de (*) que Z u,(1) tend vers In(2) quand n tend vers I'infini.
n=0

Comme de plus u,(1) tend vers 0 quand n tend vers I'infini, cette convergence suffit pour affirmer que
la série de terme général u, (1) est convergente et que :
()

Y un(1)=In(2).

n=0

c) Pour x réel, la série de terme général u,(x) est convergente si et seulement si —1 < x < +1 et on

a: -
Vxel-1,+1], ) up(x)=In(1+x).
n=0
2n+1
2. vp(2) =
n(2) 2n+1
a) La série de terme général v, (z) est convergente lorsque |z| < 1, grossiérement divergente lorsque
|z| > 1.

Le rayon de convergence de la série entiére de terme général v, est donc égala 1.

b) Pour x réel, la série de terme général v, (x) est convergente si et seulementsi—-1<x<letona:

Vxel-1,+1], Zvn(x) In ( +i)—arg‘[h(x)
o PN =" 2n+1
c) ;Ovn(zx)—ln202n+lx .

1l en résulte que, pour tout x strictement compris entre —1 et +1,on a:

(e8]
Y vp(ix) = iarctan(x) .
n=0
On le prouve par intégration terme a terme d’une série entiere géométrique.

Quant au prolongement de cette égalité pour x = —1 et +1, on le justifie par la continuité de la fonction
arctan et la convergence uniforme de la série sur le segment [—1,+1], qui assure la continuité de sa
somme sur ce segment. La preuve de la convergence uniforme exploite le contréle du reste d'une série
alternée vérifiant le "critere spécial".

4N+3 4N+3 -n+1

d) Z un(i) = Z D"

d’oli:

N 1 i 1
_kgo(4k+1 Takt2 ak+3 _4k+4)

= L1 D" X (1" In2 =&
> upi) == Z +i =—+i-.
= 2 Zon+l A el 2 4

Option A Eléments de correction Page 3/8
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0 -1
=t )
a) Le polyndme caractéristique y, = (X —i)(X + i) de A étant scindé a racines simples, la matrice
A est diagonalisable : il existe une matrice inversible P de .#,(C) telle que la matrice D = P~! AP soit

diagonale.
. 0
b)PourP:(i l.),onobtient:P’lAP:((l) _i):D.
2 (_l)n n+1 0 ln2 T 0
i (D" pner _ | azo n+1 ) N |
- X (- - 2 b4
n=o n+1 0 ﬂ_inﬂ 0 s [z
nz_“o n+l 1) 2 4
In2 ln 0 IHTZ _%
X (- - iy In2 7
) Z%AnJrl:P 2 4 In2 7 P71:712+ZA—
o n+ 0 7_iz 7 In2
4 2
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Partie 3 : quelques questions topologiques

Py
1. T,=T+) — Egy.
=1n
a) Tyl¥,¢] — Tylk, k] tend vers T[4, 4] — Tk, k] quand rn tend vers 'infini.

b) Pour ¢ et k distincts et fixés, il n’y qu'une alternative :
eoubien T[¢,¢] = T|k, k] etalors T,[¢,¢] # Tylk, k] pour tout n
e ou bien T[¢,¢] # Tk, k] et alors T,[¢,¢] # Tylk, k] pour n suffisamment grand puisque la
différence Ty[¢,¢] — T, [k, k] tend vers une limite non nulle quand 7 tend vers I'infini.

Comme il n’existe qu'un nombre fini de couple (¢, k) d’entiers distincts compris entre 1 et p, on peut
donc affirmer qu'il existe un entier N tel que, pour tout n = N, les coefficients diagonaux de T}, sont
deux & deux distincts.

2. a) Dans C[X], tout polynéme non constant est scindable (théoreme de d’Alembert-Gauss). Par
conséquent, toute matrice de .4, (C) est trigonalisable puisque son polyndme caractéristique est scin-
dable.

b) Soit M € .4, (C). D’apreés a), il existe une matrice inversible P de .#,(C) pour laquelle la matrice
T = P~' MP est triangulaire.

D’apres 1.b), il existe une suite de matrices triangulaires T}, dont les coefficients diagonaux sont deux a
deux distincts, donc diagonalisables, qui convergent vers T quand 7 tend vers l'infini. La matrice M est
donc la limite d'une suite de matrices diagonalisables, les matrices PT,P7L.

11 en résulte que 'ensemble des matrices diagonalisables de MP(C) est dense dans MP(C).

3. Lexistence d'un réel a > 0 vérifiant
VNedy(C), IN-Mls<sa=lyy—xyli=sl

résulte de la continuité en M de I'application de M,,((D) dans C p[X] qui associe a toute matrice de
A, (C) son polynéme caractéristique. Cette continuité provient de celle des applications N — ay(N),
qui sont polynomiales. Le choix des normes importe peu puisque, sur deux espaces vectoriels de dimen-
sions finies, p? et p + 1 en I'occurrence, toutes les normes sont équivalentes.

4. Soit p € sp(M).

p-1
a) Comme p € sp(M), x,,(u) =0, c’est-a-dire : uP =— Z ay(M) yk.
k=0

p-1 p-1
lenrésulte que: [pul” < Y lap(M)] | pl* < Max{1,| P~} Y lap (M)
k=0 k=0
puisque, pour tout k comprisentre let p—1, |y Ik est inférieur ou égal a | u [P~1 si |t =1, a1 sinon.
On a donc bien (1). Pour établir (2), il suffit dés lors d’observer que Max{1,|u|”} < 1+|u|? etque ay(M) =
1.

En simplifiant les deux membres de (2) par Max{1, | ¢ P~y = (Max{l, |y I})p_l, on
obtient Max{l,|ul} < || x5 ll1, d’oti finalement (3) : [u| < || x,, II1.

b)Sillxy =Xyl < letdesp(N),ona:
Al =lanhi=s1+lxpyli=s20xylh .
5. a) D’apres la question 3, on peut choisir a > 0, tel que, pour tout N € .4, (C), on ait :
IN-Mls< a=>lyy-—xplis1.
Comme la suite (M) ,.y converge vers M, il existe N € N tel que, pour tout n = N,

IM,—Ml;s =< a.
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Il en résulte, d’apres 4.b), que pour tout n = N, les valeurs propres Ay y,...,Ap,» de M; ont des valeurs
absolues n’excédant pas 2 || x,, lI1.

1l en résulte que (Mlyn’---’lp,n))nem est une suite bornée de RP. D’apres le théoreme de Bolzano-
Weierstrass, elle admet une sous-suite convergente.

b) Soit ((A1,j,,---»Ap,j,)) ,e UD€ suite convergente extraite delasuite ((A1,1,..., Ap,n)) e €6 (A1, Ap)

sa limite.
p
Le polyndme caractéristique y M;, converge vers le polynéme scindé H (X - A%) quand n tend vers I'in-
n
k=1
fini, puisque ses coefficients, fonctions polynomiales symétriques de ses racines, convergent vers ceux

de ce polynéme.
Comme sa limite est aussi le polyndme caractéristique de M, celui-ci est scindé dans R[X].

6. a) On procede par double inclusion.

e Soit M une matrice appartenant a 'adhérence de 2,(IR). Cette matrice est la limite d'une suite
convergente de matrices diagonalisables de ./, (IR), dont le polynome caractéristique est scindé dans
RIX]. D’'apres le résultat précédent (5.b), le polyndme caractéristique de M est donc scindé dans R[X],
ce qui signifie que le spectre de M est inclus dans RR.

¢ Soit M une matrice de .4, (R) dont le spectre est inclus dans IR. Elle est donc trigonalisable, c’est-a-
dire qu'il existe une matrice inversible P de .4, (IR) pour laquelle la matrice T = P~!MP est triangulaire.
Les matrices T, construites a partir de T comme en question 1 convergent vers T et sont diagonalisables
(pour 7 assez grand). Il en résulte que les matrices M, = PT,P~! appartiennent a 2,(R) (pour n assez
grand). Comme elles convergent vers M, celle-ci appartient bien a I'adhérence de 2, (RR).

b) M = PDP~! avec D diagonale et telle que D[4, /] = D[k, k], avec ¢ # k, M est la limite quand n
1
tend vers l'infini de la matrice My, = P(D + — E¢ )P
n

Si on note r la multiplicité algébrique de la valeur propre A = D[4, ¢] = D[k, k] de M, ce qui signifie que
1
A figure r fois sur la diagonale de D, le rang de (D + o Ey k) — M), donc celui de M, est égal a n—r+1.

La dimension du sous-espace propre E; (M) estdoncr—1#r.
Il en résulte que M, n’est pas diagonalisable.

On vient donc bien de prouver que, sile polynome caractéristique d’'une matrice M de 9, (IR) n’est pas
scindé a racines simples, la matrice M est la limite d'une suite (M) N+ de matrices non diagonali-
sables.

c) Il en résulte que I'intérieur de 2, (IR) est inclus dans I'ensemble des matrices de .4, (IR) dont le

polynome caractéristique est scindé a racines simples.

Remarque : cet ensemble est en fait égal a I'intérieur de 2, (IR), mais la seconde inclusion est plus longue
a établir.

Partie 4 : logarithme de matrice

1. SOitME@:{MEgp(]R); "M_Ip s<1}

—_1n
a) Par 3.a de la partie 1, la série Z )

1 (M — I,[,)"+1 est convergente, puisque || M — I, | s est stric-
n=0 1

n+l

tement inférieur au rayon de convergence R = 1 de la série entiere )_(-1)" 1
n=0 n
2).

(étudiée dans la partie
b) Comme M est trigonalisable, sp(M) est inclus dans IR, de méme que sp(M - I,).

Par la question 2 de la partie 1, p(M - I) < | M~ I, |Is. On en déduit que sp(M — I},) est inclus dans
I'intervalle ouvert ] — 1, +1[, donc que sp(M) est inclus ]0,2][.
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2. On suppose d’abord que M est diagonalisable : M = PDP~! avec D = Diag(A, ..., Ap).
Comme || M — I, | s< 1}, on a, pour tout entier k compris entre 1 et p, |1 — 1] <1 etdonc

< (=" n+1
Y 7 Ae=D" =In(p.
n=0

Comme M -1, =P(D - I,,)P‘l, on a, pour tout entier naturel N :

N (_l)n

N n
vt o =)
(M- = P(ngo

D—1 n+l)P—1,
n+1 ( p)

n=0
qui tend vers P Diag(InAy,...,InAp) P~! quand N tend vers I'infini. Par conséquent :

Log(M) = P Diag(InA4,...,InA,) P71

p p
La trace de Log(M) est donc égale a Z In(A) =In l_[ Ak =In(det M).
k=1 k=1

Si M n’est pas diagonalisable, il existe (d’apres la question 2.b de la partie 3) une suite de matrices dia-
gonalisables M, qui converge vers M. Comme || My, — I, [s— Il M-I, |s< 1, il existe un entier N tel
que, pour tout n = N : M,, € 48. Par continuité de la fonction Log sur 9 (qui résulte de la convergence
normale donc uniforme de la série entiere matricielle définissant cette fonction sur toute partie com-
pacte de la boule ouverte 98), et de la trace, on peut affirmer que la trace de Log(M,,) (égale a In(det M},))
converge vers la trace de LogM. On en déduit, par continuité du déterminant et la fonction In, que la
trace de Log(M) est égal a In(det M).

3. Soit M et N deux matrices de 9, (IR) telles que : MN = NM.

a) Il suffit de démontrer par récurrence sur p la propriété :
(@p) Y (M,N)€ (J,[R)*>, MN=NM =3 PeGLy(R),P ' MP et P' NP triangulaires

o Initialisation : la propriété 22, est évidente, puisque toutes les matrices carrées d’ordre 1 sont tri-
angulaires.

» Hérédité : on suppose la propriété &, et on considere deux matrices M et N de 9,41 (RR), tels que
MN=NM.
On note f et g les endomorphismes de RP*! canoniquement associés a M et N.
Soit A € sp(f).
Comme f et g commutent, le sous-espace propre E)(f) de f associé a la valeur propre A est stable par
g.
Le polynome caractéristique de I'endomorphisme de E, (f) induit par g est scindé puisque c’est un divi-
seur du polynéme caractéristique de g, qui est scindé puisque N est trigonalisable. Cet endomorphisme
induit admet donc un vecteur propre xi, qui est a la fois vecteur propre de g et de f. En complétant
ce vecteur pour former une base (x1, x,...,Xp+1 de RP*! dans laquelle les matrices M’ et N’ ont une
premieére colonne dont tous les coefficients sous-diagonaux sont nuls.
A Ly
0 My
carrées, qui appartiennent a ,(IR) puisque leurs polynomes caractéristiques divisent respectivement
ceuxde M et de N et sont donc scindés.

A L . . .
Par blocs: M' = ( ) etN'= (O NN)’ ol Ly et Ly sont des matrices-lignes, My et Ny des matrices
0

D’apres ’hypothése de récurrence, il existe une matrice P € GL,(IR) telle que P~'MyP et P~! Ny P soient
toutes les deux triangulaires.

1 0
(S
deux matrices Q"' M'Q et Q"' N'Q sont triangulaires.

Des lors, la matrice inversible Q = ( ) de /), +1(R) trigonalise a la fois M’ et N', c’est-a-dire que les

Ce deux matrices représentent respectivement f et g dans une méme base de RP*!, ce qui prouve que
M et N sont simultanément trigonalisables et acheve la démonstration par récurrence de la propriété
Py.

p
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b) Soit P € GL, (IR) telles que les deux matrices U = P 'MPetV =P NP soient triangulaires.

Comme en début de partie 3, on pose, pour tout n € N*, U, = U+€i % Epp Vy=V +[i g Ey ¢, puis
M, =PU,P 'et M, =PV,PL. 1 1

Comme M et N commutent, il en de méme de U et de V, donc de U, et V;,, et par conséquent de M, et
N,,.

Pour n assez grand, les matrices M, et N, possedent chacune p valeurs propres réelles distinctes et
appartiennent donc a 2, (IR). Elles convergent respectivement vers M et N quand » tend vers I'infini et
vérifient, pour tout n€ N : M, N, = N,, M.

4. Soit M et N deux matrices de 28 tellesque MN = NM et MN € %.

Soit (Mp) pen €t (Ny) neN deux suites de matrices de 2, (IR) qui convergent respectivement vers M et N,
telles que, pour tout n € N, on ait : My Ny, = N My. Soit P, une matrice inversible de .4, (R), telle que
les deux matrices P,‘llM P et P,‘lanPn (M, et N, sont simultanément diagonalisables, parce qu’elles
sont diagonalisables et commutent) :

P, ' My, P, = Diag(A1, 0, A2,y -+ ) Ap,n)

P, N, Py, = Diag(tis,n, t2,n,---» Kpn) -

Pour n suffisamment grand, M, N,, et M, N,, appartiennent a 98, et on peut donc écrire :

& (=" pl o (DT ey
Log(Mn)—nZ:OnH(Mn—Ip) _Pn(ngonH(Dlagml,n—1,...,1,[,,”—1)) s

c'est-a-dire :
Log(Mp) = Py (Diag(ln(/ll,n),...,ln(l,,’n)))P,gl .

De méme :
Log(Ny) = Py, (Diag(ln(pl,n),...,ln(u,,,n)))P;l .

Il en résulte que :
Log(M,) + Log(Ny) = Py (Diag(lnml,nm,n), < In(Ap, ,u,,,,,))) P;' = Log(M,Ny) .
Par passage a la limite et continuité de Log sur 98, on en déduit que :

Log(MN) = Log(M) + Log(N) .
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2014

Epreuve a option (B) : Probabilités

Eléments de correction

Probleme
1) On réécrit I'inégalité
SN
—=>x
N
sous la forme
Sn

— —E(X) =z x-E(X),
N (X)=zx-EX)
qui, en vertu de I'hypotheése selon laquelle x > E(X), entraine 'inégalité

SN

‘W -E(X)| =z x—-E(X).

On en déduit I'inclusion entre événements :

{S—Nzx}c{‘S—N—[E(X)
N N

zx—[E(X)},

d’ou I'inégalité
SN SN
Pl—=zx|=P||— -EX)
N N
En vertu du fait que x > E(X), la loi faible des grands nombres entraine que le terme de droite de I'inégalité
ci-dessus tend vers 0 lorsque N tend vers +oo.
2) D’apres 'identité pour I'espérance donnée dans les rappels de résultats (numéro 3), il s’agit de vérifier que
I'intégrale 0+°° P(X > x)dx est convergente. Ceci se déduit directement de I'inégalité, valable pour tout x = 0,

= x—[E(X)).

0<P(X > x) < ae ¥,

et du fait que, comme on suppose b > 0, I'intégrale f0+°° e~b*dx est convergente.
3) Supposons d’abord ¢ > 0 et z = 1. L'inégalité exp(tX) > z entraine que X > In z, puis (en utilisant le fait que
t>0)que X > (Inz)/t. En posant x = (Inz)/t, on a alors x = 0, d’out

P(exp(tX) > 2) <P(X > x) < ae " = az b/t

Si t =0, on a de toute facon exp(tX) = 1 et P(exp(¢X) > z) = 0. Lorsque z € [0, 1[, on peut de toute fagon écrire
que P(exp(tX) > z) < 1, par définition d'une probabilité. On peut noter que, comme il est toujours vrai que
exp(tX) = 1, vu que X est une variable aléatoire a valeurs positives et que ¢ = 0, on a en fait P(exp(tX) > z) = 1
lorsque z € [0, 1].

4) Le cas t = 0 est réglé immédiatement par le fait que exp(£X) = 1 dans ce cas. Dans le cas ¢ > 0, prouver
I'existence de E(exp(zX)) revient, d’apres l'identité pour I'espérance déja utilisée pour traiter la question 2),
a vérifier que l'intégrale f0+°°[F°(exp(tX) > z)dz est convergente. Comme on a supposé 0 < ¢ < b, on a donc
b/t > 1, et'on en déduit la convergence de I'intégrale de Riemann f1+°° 27" dz. Compte-tenu également du
fait que P(exp(tX) > z) = 1 pour 0 < z < 1, on a finalement, en utilisant 'inégalité prouvée en 3), la convergence
de f0+°° P(exp(tX) > z)dz, donc 'existence de E(exp(tX)). Comme on a toujours exp(tX) = 1, on a également
E(exp(tX)) = 1.
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5) La variable aléatoire exp(tSy) se réécrit
exp(tSy) =exp [{(X1 + -+ Xn)] =exp [t X7] x --- xexp [t Xn].

Ainsi, exp(tSy) apparait comme le produit de N variables aléatoires indépendantes et de méme loi que exp(¢X).
Cette derniére possédant une espérance d’apres 4), on a, en utilisant la propriété de I'’espérance d'un produit
de variables aléatoires indépendantes (rappel de résultats, numéro 4), le fait que

E(exp(tSn)) = E(exp(tX)))---E (exp(tXn)) = E (exp(:X))" = exp (NA(2),

ce qui conclut la preuve.

6) Pour tout x = 0 et £ = 0, 'inégalité SWN = x entraine (car N = 0) que Sy—Nx = 0, puis, en multipliant par ¢ (sup-
posé = 0), que ¢ (Sy — Nx) = 0, puis, par croissance de la fonction exponentielle, le fait que exp [¢ (Sy — Nx)] = 1.
On obtient ainsi I'inclusion A(N, x) € B(N, x, t). Linégalité P(A(N, x)) < P(B(N, x, t)) est une conséquence di-
recte de cette inclusion.

7) On applique I'inégalité de Markov (rappel de résultats, numéro 1) de la maniére suivante :

P(exp(t(Sy—Nx)]=1) <E(exp[t(Sy — Nx)]) = exp(-Ntx)E (exp[tSn]).

On en déduit, avec 5), que
P(B(N,x, 1)) <exp (=N(tx—- A(1)),

ce qui conclut la preuve.
8) Pour tout £ € [0, b[ fixé, 6) et 7) entrainent que

P(A(N, x)) <exp(=N(tx—A(1)).
Ceci étant vrai pour tout ¢ € [0, b[, on a donc également :
P(A(N, x)) <inf{exp (-N(tx—A(1))) | t€[0,b[ }.

Ensuite, en exploitant la décroissance stricte de la fonction de R dans R définie par i — exp(—Nh), on en déduit
que
inf{exp (—-N(rx— A(1))) | t€[0,b[} = exp (—NI(x)),

ce qui fournit la conclusion demandée.
9) Montrons par I'absurde qu’il n'est pas possible d’avoir I(x) > 0 pour un nombre x € [0,E(X)[. Dans le cas
contraire, 'inégalité vue en 8) entrainerait que

lim P(A(N,x))=0.
N—+oo

Mais, comme x < E(X), la loi faible des grands nombres entraine, par un argument similaire a celui employé
ala question 1), que limpy_ 150 P(A(N, x)€) = 0 (o1 A(N, x)¢ désigne I'événement complémentaire de A(N, x)).
On aurait donc que limy—_. 400 P(A(IV, x)) = 1. Contradiction.

10) On a par définition que

+00

+00
|P(X>x):f fX(t)dt:f e Mdr=e M,
X X

ce qui répond a la question.

11) Au vu du résultat du calcul mené a la question 10), c’est immédiat.

12) Supposons d’abord ¢ > 0. Pour z € [0,1[, on a P(exp(tX) > z) =1 car exp(tX) =1 vu que ¢ = 0 et que X est
une variable aléatoire ne prenant que des valeurs positives. Pour z > 1, on a P(exp(tX) > z) =P(X > In(z)/t) =
e Mn@@)/t = Z=M1t - Cett égalité est encore vraie pour z = 1, car P(exp(tX) > z) = 1 du fait que exp(tX) = 1, et
174t =1. Pour t = 0,onaeX* =1etdonc: Plexp(tX)>z)=1siz<1letP(exp(tX)>z)=0siz=1.

13) Pour ¢ = 0, il est clair que E(exp(¢X)) = 1. Supposons ¢ > 0. Gréce a l'identité pour I'espérance donnée
dans les rappels (numéro 3), il s’agit de vérifier que I'intégrale 0+°°P(exp(tX) > z)dz est bien convergente et
de calculer sa valeur. D’apres la question 12), on a, compte-tenu du fait que ¢ € [0, A[ :

+00
f [P’(exp(tX)>z)dz=f
0 0

1 A

Mi-1 A—t

1 +00
1dz+f zMaz=1+
1

On note que cette derniere formule donne encore la valeur de I'’espérance lorsque ¢ = 0.
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14) D’apres la question 8) et le résultat des questions 11) et 13), il faut s’intéresser a la quantité
sup{ hy(5)| t€[0,A[},

ol, pour tout ¢ € [0, A[, on a posé

A
hy()=tx—In[{—|.
() =1x n( - t)
On vérifie facilement que h, est dérivable sur [0, A[, et, que, pour tout ¢ € [0,A[, on a h;(t) =x- ﬁ On
constate que h, est positive pour ¢ entre 0 et A — 1/x, puis négative pour ¢ entre A —1/x et A, avec annulation
en t=A—1/x. On en déduit que
sup{ hx (1) t € [0,A} = hy(A-1/x),

et'on vérifie que
hx(ﬂ, — 1/)6) = Ig(,{] (X)

Le résultat de la question 8) entraine alors I'inégalité demandée.

15) On vérifie que Ig1)(1/A) = 0 et que Ig(y) est dérivable sur [1/A, +oo], avec I(’g, (x) = A —1/x, cette expression
étant strictement positive pour tout x > 1/A, ce qui entraine en particulier que, pour x > 1/A, on a Ig(y)(x) >
Ig(;&)(l/ll) =0.

16) On se rappelle que X ne prend comme valeurs que 0 et 1. Par conséquent, pour x € [0,1[, X > x équivaut a
X =1, et par conséquent P(X > x) = p. Ensuite, pour x=1,onaP(X > x) = 0.

17) On cherche donc un a > 0 tel que, pour tout x = 0, on ait P(X > x) < aexp(—bx). Au vu de la question 16),
une telle inégalité est vraie quel que soit a > 0 lorsque x = 1, et la seule contrainte a vérifier sur a est que 'on
doit avoir, pour tout x € [0, 1], 'inégalité p < aexp(—bx), ce qui revient a avoir p < aexp(—b). Du coup, il suffit
de choisir a = pexp(b).

18) On a (classiquement) E(X) =0 xP(X =0)+1xP(X =1) =p.

19) Par définition, ona A(f) =E(e’X) = e x P(X = 0) + e! x P(X = 1) = (1 — p) + pe’.

20) D’apres la question 8) et le résultat des questions 17) et 19), il faut s’intéresser, pour tout b > 0, a la quantité

Sup{ rx(t)l re [Orb[}r

ol pour tout ¢ € [0, 4+00[, on a posé
re(0) = tx—In((1-p) + pe').

La fonction ry est dérivable sur [0, +ool, avec 1, (1) = x On vérifie facilement que r’, est positive pour

___pe
(1-p)+pet*
tentreOet t, =In ( fl(:c)p ;), puis positive pour ¢ = ty, avec annulation en ;. Le fait que #, > 0 provient de ce que
p < x < 1. On vérifie que Igp)(x) = rx(fy), et, par conséquent, I'inégalité demandée est une conséquence de la
question 8), en choisissant b > ty.
21) On vérifie que par continuité des différentes fonctions intervenant dans la définition de Ig(y), on a

. 1-p
lim I (x)=pln(p/p)+ 1 - )ln(—) =0.
RN B(p) pinlpip p 1-p

Lorsque x /' 1, xIn(x/ p) — In(1/ p) par continuité, tandis que, classiquement, (1-x)In(1-x) — 0, et (1—x)In(1-
p) — 0. On en déduit finalement que

lim I, =In(1/p).

xI}I} @(p)(X) =1n(1/p)

D’autre part, on vérifie que Ig(y) est dérivable dans ]p,1[ avec I é(p) (x) = tx, qui est strictement positif pour
x €]p, 1[. On en déduit que I (p)(x) > 0 pour tout x €] p, 11.

22) On doit simplement vérifier que [y a(u+1)"**Vdu=1- m, ce qui est immaédiat.

23) D’apres la question 22), onapourtout x=0,P(X > x)=1-P(X <x)=1-Fx(x) = (x++)“ Par conséquent,
En faisant appel a I'identité pour 'espérance donnée dans les rappels (numéro 3), il s’agit de vérifier la conver-

gence de l'intégrale
+00 1
[ —
o (x+D)¢

et de calculer sa valeur. La convergence est une conséquence immeédiate du fait que a > 1, et'on a classique-

ment : oo 1 )
f dx= ,
0 (x+1) l-«

ce qui fournit la réponse a la question posée.
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24) Wy (u) compte le nombre d’indices i entre 1 et N pour lesquels I'événement {X; = u} se réalise. Comme les
variables aléatoires Xj,..., Xy sont par hypothése indépendantes, les événements {X; = u}, ol 1 <i < N, sont
également indépendants. De plus, comme les variables aléatoires X; ont toutes la méme loi que X, on a pour
tout i : P(X; = u) = P(X = u). Par conséquent, la variable aléatoire Wy (u) suit la loi binomiale 28(n, p) avec
n=Netp=PX=u). Comme X possede une loi a densité, on a P(X = u) =P(X > u) que I'on a déja calculé :
P(X>w) = e

25) On aP(Wy(xN) = 1) =1 -P(Wx(xN) = 0), et, d’apres le résultat de la question 24),

1 N

P(WN(XIV) = 0) = (]. — m

On écrit alors N

(1= ] —ee(Min {1 e )
(xN+1)@ (xN+1)®

Comme xN — +oo lorsque N — +00, on peut utiliser le développement limité du logarithme au voisinage de 1
: lorsque N — +o00,0n a

ln(l— 1 ):— (1+0(1),
(xN+1)¢ (xN + 1)@

Nln(l ): —N'7%x7 %1+ 0(1)).

C xN+D@

Comme a > 1, on a que N'=% — 0 lorsque N — +oo, et 'on peut donc utiliser le développement limité de
I'exponentielle au voisinage de 0 :

1

—1_pnl-a,-a
—(xN+1)“)) 1-N""x""1+o0(1)).

exp (Nln(l -

On conclut finalement que
P(Wn(xN) = 1) =x"*N'""%(1+0(1)),

ce qui est exactement le résultat demandé.

26) D’apres la question 25), on sait que

P (SWN > x)
—=1.

N—+oo X @ N1-a

Par définition d'une limite, il existe donc, pour tout € €]0, 1[, un entier Ny = 1 tel que, pour tout N = Ny,

P3N >

On en déduit immédiatement le résultat souhaité.
27) Une telle inégalité est impossible. En effet, en combinant une telle inégalité avec celle obtenue a la question
26), on en déduirait que, étant donné € €]0, 1], il existe Ny = 1 tel que, pour tout N = N, on ait

X *NTY <exp(-NI(x),

ce qui est visiblement impossible (croissance comparée puissance/exponentielle).

28) Considérons x = u. Il est alors immédiat que P(Y" < x) = 1. Considérons x < u. Il est alors clair que
I'événement {min(X, u) < x} s'identifie al’événement { X < x} et que'on a donc alors P(Y®™ < x) = P(min(X, u) <
x)=P(X < x).

29) En vertu de I'identité pour I'espérance donnée dans le rappel de résultats (numéro 3), nous voulons montrer
la convergence de I'intégrale

+00
f P(Y™ > x)dx,
0

et montrer que sa valeur est donnée par la formule figurant dans I’énoncé. En faisant appel a la question 28),

I'intégrale étudiée n’est autre que
u u 1
f P(X >x)dx = f )
0 o (x+1)*

et la formule demandée s’en déduit par un calcul direct.
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30) En vertu de l'identité pourl'espérance donnée dans le rappel de résultats (numéro 3), nous voulons montrer

la convergence de I'intégrale
+00 2
f IP([Y(”)] >x)dx,
0

et montrer que sa valeur est donnée par la formule figurant dans I'énoncé. Pour x = u?, il est clair que P ( [Y®@] 2> x) =
0. Inversement, pour x < u?, ona
P([Y®]>x) =P (X> V)= .
Vx+1)¢

Finalement, nous cherchons donc a prouver que

fuL—i(1+u)2—a_ 2 2 (1_ 1 )
b (Vx+D® 2-a 2-a a-1 (1+we 1)

Plut6t que de chercher a calculer directement I'intégrale figurant a gauche de 1'équation ci-dessus, il est plus
simple de vérifier que les dérivées par rapport a u des deux expressions a gauche et a droite de 1'équation
coincident, ainsi que leurs valeurs en u = 0. C’est un calcul élémentaire.

31) Les questions 29) et 30) établissent I'existence de 1'espérance de Y et [Y(”)]Z, ainsi que des formules
explicites pour ces quantités. On a donc I'existence de la variance de Y™, et 'identité :

V(r®) = [E([Y(”)]z) _ [[E(Y(”))]z,

et on peut reporter les expressions explicites obtenues aux questions 29) et 30) dans la formule ci-dessus.
(1)

. . . R N . P o s .
32) La variable aléatoire - possede une espérance car elle s’écrit comme une combinaison linéaire de vari-

ables aléatoires possédant une espérance. Par linéarité, on a alors :

R(u) 1

ol la derniere égalité utilise le fait que les variables aléatoires Yl.(”) posseédent la méme loi, et donc la méme
espérance, que Y ). Lexistence de la variance s’obtient de la méme facon. Quant au calcul, on note déja que

() 1
N | _ (u)
V(T) = e VAR

Ensuite, les variables aléatoires Yi(’“ étant indépendantes, la variance de leur somme est égale a la somme de
leurs variances, qui elles-mémes sont toutes égales a la variance de Y@, comme précédemment. Ainsi,

VRY) =V [[E(Yl(”)) ++E(Y )| = NV(Y ).

In fine, on obtient bien I'identité demandée.

33) C’est une conséquence de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (rappel de résultats, numéro 2), appliquée
X . RY . . o .

ala variable —--, en utilisant la question 32) pour identifier I'espérance et la variance.

34) Lorsque I'événement {Wy(u) = 0} est réalisé, on a, par définition, le fait que, pour tout 1 <i < N, on a
X; < u. Ceci entraine que, pourtoutl1 <i<N,onaX; = Yi(”), et par conséquent Z?Ll X; = Zﬁ\il Yi(”), ce qui est
exactement l'identité Sy = R](\L,‘).

35) Supposons I'événement {SWN > x} réalisé. Alors, soit I'événement {Wy(u) = 1} est réalisé, soit I'événement

{Wn(u) = 0} est réalisé. Dans ce dernier cas, la question précédente montre que Sy = R](\',”, et, comme on a
. . . e RY P . )
supposé au départ que SN > x, on doit alors avoir I'inégalité - = x. On en déduit I'inclusion demandée. Du

point de vue des probabilités, on déduit de I'inclusion

{SWNzx}C{WN(u)zl}U{ N zx}

I'inégalité

R
IP(SWNzx)sP({WN(u)zl}u{%zx}).
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Ensuite, en utilisant I'inégalité P(AU B) < P(A) + P(B), on en déduit que
SN §\lft :
Pl{— = <P (W, >D)+P|—— = ,
( N x) Wn(u)=1) ( N x)

ce qui est exactement I'inégalité voulue.

36) On utilise I'inégalité démontrée a la question 35). D’aprés la question 25), on a déja, lorsque N — +oo,
I'équivalent suivant : P(Wy(xN) = 1) ~ x"*N'~%. Ensuite, on utilise I'inégalité obtenue 2 la question 33) dans
laquelle on substitue les valeurs exactes obtenues aux questions 29) et 31). Lorsque N — +oo, on vérifie que,
avec u = xN, on a le comportement asymptotique

v(y(u))

—————— ~ X N'"Yg) - D),
N (x—E(y®))? §

ce qui permet de conclure.
37) En utilisant simultanément les inégalités obtenues aux questions 26) et 36), on obtient que, pour tout € €
10,11, et tout entier N suffisamment grand, on al’encadrement :

S
(1-e)x *N'"®<p (WN > x) <(1+e)x “N'"%(x).

Du point de vue de la dépendance en N, les deux bornes de I'encadrement sont exactement du méme ordre
de grandeur (soit N'~%), mais les facteurs qui dépendent de x ne sont pas identiques de part et d’autre de
I'inégalité.
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Exercice
A) Au vu des hypotheses,
Ak Ak
P(D=klI=1)= %e*‘l etP(D=k|lI=2) = ?Z'e*AZ,

ce qui répond a la question.
B) On applique la formule des probabilités totales :

PDO=k=PO=kIN=1)xPIAI=1)+PD=k[II=2)xP(II=2).

OnaPI=1)=p; etP(Il =2) = py, d'o1, en utilisant les formules obtenues au A), I'expression :

Ak Ak
[P’(D:k):pl?lle /11+p2?2!€ 12,

ce qui répond a la question.
C) On peut simplement appliquer la formule E(D) = ZZZ‘(’) kP (D = k) avec 'expression obtenue au B). On en
déduit facilement que

+00 AIIC 1 +00 Ag 1
[E(D)Zpl Zkge 1 + 02 kge 2 =p111+p2/12,
k=0 . k=0 .
en reconnaissant les expressions de I’espérance d'une variable aléatoire de loi de Poisson.
D) De méme qu’'au C), on peut simplement appliquer la formule E(D?) = ZZZ‘(’) k*P(D = k) avec l'expression
obtenue au B), d’ou

o A o A5,
E(D?) = p; (Z kzﬁe_ 1)+p2(2 K—=2e” 2) =p1(A] +A2) + p2(A3 + A2),
k=0 . =

en reconnaissant les expressions de I'espérance du carré d'une variable aléatoire de loi de Poisson.
E) En faisant la différence entre les expressions obtenues en C) et en D), on obtient :

V(D) = E(D?) —E(D)? = p1 (A + A2) + p2 (A% + A2) — (p1 41 + p2da)’,

ce qui répond a la question.
F) La variance d’'une variable aléatoire de loi de Poisson de parameétre A = p1A; + p2A; est égale a p1 A + p2 ;.
Calculons la différence entre V(D) et cette derniere valeur :

V(D) — p1A1 + pg/lz = plﬂ,i + pzﬂg - (PIAI + pg/lg)z .

On vérifie (par exemple en faisant appel a la convexité de la fonction x — x?) que, compte-tenu du fait que p;
et p» sont deux nombres positifs tels que p; + p2 = 1, on a toujours

P1A% + p2A3 = (p1 A + lez)z-

La variance de D est donc toujours supérieure a la variance d'une variable aléatoire de loi de Poisson possédant
la méme espérance que D.
G) On applique simplement la formule de Bayes.

A.k
P(D=kl=1)xPII=1) P1e

P(D=k)

-
PII=1D=k)=

)

Ak Ak
preM+pye e

et 'on peut encore (si on le souhaite) simplifier par k!, une formule analogue étant obtenue pour P(Il = 2|D =
k).
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Eléments de correction

Exercice de probabilités
0) S, estdeloi %8(n, p) par définition.

1) Nl :min{neﬂv* |Bn: 1} est (g(p) ZE(NI) :% et Var(Nl) = 1;—2p
2) IP(Ni = j,Np = j+K) = IP(By =...= Bj_1 = Bjs1 =...= Bjs 1 =0,B; = Bj s = )

=(1-p 2t —a-plpxa-p*lp=PN; = j)x A -p*lp.

3) Ce qui précede montre par sommation sur j que IP(No — Ny = k) = (1 — p)k‘1 p, et par suite, que Nj et
N, — N sontindépendantes et de méme loi ¥4 (p).

4) Notons que N, =2. Utilisant la question 2), nous avons : pour tout m € IN

m+1 m+1
P(Ny=m+2)= Y IP(N1=j,Na=m+2)= Y (1-p)"p*=(m+1)1-p)" p*.
j=1 j=1

On peut aussi utiliser que la loi de S est BB(k + 1, p) ; pour tout m € IN nous avons :

IP(No=m+2)=IP(Sp+1=1,Bpi2=1=Cy, ., p'1-p)" x p=(m+ 1)1 -p)" p*.

m

5) Via 3), nous avons aussitot : IE(Ny) = IE(N1) + IE(N>, — N1) =21E(N;) =2/p, et
Var(N2) =Var(Ny)+Var(No— Ny) =2Var(N;) =2(1— p)/pz.

6) Nous avons :

{Nl=j1,N2—N1=j2,--.,Nz—Ng_1=jg}={BI=...=Bj1_1=0,

Bjy=1,Bjj+1=...=Bji+j,-1=0,Bj;+j, =1,..., .. = Bjj 40t jp-1 =0, Bj 4oy, = 1},
de sorte que _ )
P(N1=j1,No=N1=jo,.... No=Np_1 = jo) =(=p)' ' p.i-p'p
=(1- p)j1+~"+jz—[ p[.

7) En sommant ce qui précede sur ji,..., jo—1 =1, il vient

P(N~Nei=jo)= Y A-pilpx..x Y a-plerpxa-pletp

jiz1 jooiz1
=(1-p/'p pourtout j,€IN*,
ce qui signifie que Ny — Ny_; est géométrique de parametre p, de méme que N;.
8) Selon les questions 6) et 7) nous avons
¢ 14 ) ¢
P IDI {Nk = N1 = jik}| = kljl(l -pllp= IgllP(Nk = Ni-1 = ji)s

ce qui montre I'indépendance de la suite des Ny — Ni_, qui ont toute ¥ (p) pour loi.

4
9) La question précédente montre que IE(X,) = Y. IE(X;—X; 1) ={/p,
j=1
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4
etque Var(X,) =Y Var(Xj-X;1)=¢(1-p)/p*

j=1

10) Notons que Ny =/, de sorte que IP(Ny = k) =0 si k < ¢. Etutilisant que Si_; a pourloi B(k—-1, p) et
est indépendante de By, pour tout k = ¢ nous avons :

P(Ne=K)=IP(Sg-1=¢-1,B,=1)=C 1 p*ta-p)*p=C_1 p* 0 -p)F.

11) Parlaloi des grand nombres: Ny/¢ — IE(N;) = 1/p, selon la question 8).

Exercice n°1 d’optimisation économique
Le probleme revient a maximiser la fonction U = X (24 — L) sous la contrainte

WL1-1)+Y(Q-5)<PX

La condition de premier ordre permet d’obtenir :

L=12-Y(1-56)/2WQA-14) et X=[WLA-1)+YA-15)]/P
. En absence d'imp6t, L=10; Ly =14; X =42; U =588

. Avec un taux de prélevement de 33%, L =10; Lo = 14 ; X =28 ; U = 392. Il n'y a aucun impact de I'impot
sur l'offre de travail du fait d'une stricte compensation entre effet substitution et effet revenu. Par contre
la quantité de bien et le niveau d'utilité ont diminué.

. Lorsque seul le travail est imposé, on obtient: L=9; Ly =15; X =30; U = 450. Leffet substitution
I'emporte sur I'effet revenu.

. Le probléme revient a chercher Y* pour U =588, L=12-Y (1 - £)/2W({1 - 1), t; = 1/3, et t, = 0. Apres
remplacement, on recherche la solution de

588=(24+1/2Y)(12+1/4Y)

et on trouve Y* = 20,6. D’ol1 le nouveau point dans I'espace (Lg; X) = (17,15;34,3). Leffet total de I'impot
(1;-12) se décompose donc en un effet substitution (3,15;—-7,7) qui nous dit qu'en taxant le travail,
I'individu prend davantage de loisir et obtient moins de biens et un effet revenu (-2, 15; -4,3) qui nous
dit qu’en taxant le travail I'individu prend moins de loisir et obtient moins de biens.

Exercice n°2 d’optimisation économique
L'équilibre entre I'offre et la demande permet d’obtenir :

1

2

3

4.

. Y=Cy—caTy+1Ip+Gy)/A—-cy) =230
. Avec dG =10, on obtient dY =50et d(G—T) = 10.
. Théoreme de Haavelmo : dG=dT =dY =70.

Léquilibre simultané sur les deux marchés est :

Y = [b(Cy—c1 Ty + Ip + Go) + gMC)/[ag + b1 — c; + 1 1)]

8Y I8t =[-b*c1(Co—c1 To+ Ip+ Go) — bergMC)/lag + b1 — ¢, + 1 1)1
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