SESSION 2018 BECEAS

Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles d’Actuariat et Statistique.
Mathématiques.

Partie I. Préliminaires
1) (a) Soit n = ny.

n+1 n n+1 n+1
Y+l —Yn = (Sni1 —Sn) — <J f(t) dt—J f(t) dt) =f(n+1) —J f(t) dt :J (fn+1) —f(t)) dt.

o o n n

Puisque la fonction f est décroissante sur [ng, +ool, pour tout réel t € m,n+ 1], f(n +1) — f(t) < 0 puis yn+1 —yn < 0.
La suite (yn)n2no est donc décroissante.

Soit n > ng. Toujours par décroissance de la fonction f sur [ng, +ool,

n nok+1 n+1
Sn= ) (k+T1-Kf(k)> ) J f(t) dt:J f(t) dt
k=no k=no 'K o
n+-1 n n+1
puis yn = J f(t) dt —J f(t) dt = J f(t) dt > 0 car f est positive sur [ng,+oo[. La suite (yn)n2no est donc
mno Mo n

décroissante et minorée par 0. On en déduit que la suite (yn) converge vers un certain réel positif ou nul.

n>ng

(b) La fonction f : x — est continue, positive et décroissante sur [2, +oo[. D’aprés la question précédente, il existe

x1nx
un réel positif £ tel que
F O w  a
klnk J, tlnt  no+teo '
k=2
o
Pour n > 2, J —— dt=[In|Int]]y =In(lnn) —In(In2) et donc
2 tint
=1
= — 2 .
k; T = (1) —In(In2) + £+ o(1)

Le réel C = —1In(In2) + € convient.

(c) La fonction t — est continue sur [2, +oco[ et pour X > 2,

t2Int

JX U 1
2 thn?t lntz_lnz In X"

X +oo
1
Quand X tend vers o0, J ——— dt converge vers le réel — et donc l'intégrale J ——— dt est une intégrale
2 tln”t In2 2 tln"t
n
convergente. Mais alors, la suite (J 5 dt) est une suite convergente.
2 tln“t n>2

Puisque la fonction f : t — est continue, positive et décroissante sur [2,+o0o[ (en tant qu’inverse d’une fonction

t?Int

croissante et strictement positive sur [2,+o0[), la suite (yn)n22 converge d’aprés la question (a). Mais alors, la suite
™o 1

(Sn)psa = <J —— dt> + (Yn)ps, converge. On a montré que la série de terme général ——, k > 2, converge.

z 2 tln“t n>2 z In“k

2) 132 Ink Ink Ink < 1 )

— 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées. Donc, 32

k(k — ]) kﬂjroo _k k—+o0 k_(k_ — ]) kH:Jroo 0
3 1 Ink
Puisque 7 > 1, la série de terme général W2 k > 2, converge, il en est de méme de la série de terme général ﬁ,
k> 2.

3) a) Soit n > 2. La fonction t — Int et continue et croissante sur |1, +oo[. Donc,
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n n k n
Ink > J 1ntdt=J Intdt=[tlnt—t]] =nlnn—n+1.
k=2 k=2"k"1 1
n n
(b) D’autre part, Z Ink < Inn=(n-—1)Inn <nlnn. En résumé, pour n > 2,
k=2 k=2
n
nlnn—n+1 <Zlnk<nlnn.
k=2

On en déduit que pour n > 2,

n
(Zlnk) —nlnn
k=2

n n

N
/!

($08) o

n
et donc —k=2 = O(Mpuishh(n)=)» Ink = nln+0(n)
n o0
k=2

n n—+oo —+

4) a) Soit A > 0 et n € N*. Pour x > 0, on pose f(x) =xIlnx —Ax —Inn. f, est dérivable sur ]0,4oo[ et pour x > 0,

fri(x)=Inx+1—A.
lin}) 1 (x) = —o0 et lirf f1 (x) = +o0. Puisque la fonction f}, est continue sur |0, +ool, la fonction f;, s’annule au moins
X— X—+00

une fois sur ]0, +oo[ en un certain réel a, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires.

De plus, la fonction f/| est strictement croissante sur ]0,+oo[ en tant que somme de fonctions strictement croissantes sur
10, 4o00[. Donc, f/| est injective sur ]0,+oo[ ce qui assure 'unicité d’un réel en lequel f/, s’annule. Puisque la fonction f]
est strictement croissante sur ]0, +oo[, pour 0 < x < a, on a f},(x) < f/ (a) =0 et pour x > a, on a f/ (x) > 0. La fonction
fn, est donc strictement décroissante sur ]0, a] et strictement croissante sur [a, +ool.

Puisque lirr%) fn(x) = —Inn <0, on en déduit que pour tout x € ]0, a], f,(x) < 0 et en particulier, f(x) # 0. En suite, f,,
xX—
est continue et strictement croissante sur [a,4oo[ et de plus, f, (a) <Oet lim fu(x) =400 >0 (car fn(x) ~ xlnx).
Xx—+00 X—+00
On en déduit que f, s’annule une fois et une seule sur [a, +oo[.
En résumé, f,, s’annule une fois et une seule dans ]0, +oo[. Ceci montre I’existence et I'unicité de 1.

(b) Soit n € N*. Par définition, r InT,, — Aty = Inn. D’autre part, 'étude de la fonction x — x — Inx (qui admet un
minimum en 1 égal & 1) montre que Vx > 0, x > Inx et donc, puisque 1, > 0,

‘ri >rplnr, =lnn+Ary > lnn,

puis 1y > VInn. Ceci montre que lim 1, = 4o00. Mais alors,
n—-+oo

Inmn=rplnry, —Arn, ~ Tplnr,.
n—-+oo

On en déduit encore que In(lnn) ~ In(rplnry) =In(ry)+n (In (1)) ~ In (rn,) et donc que Inn S T In(lnn).
n—-+oo n—-+oo n—+oo

Finalement,

. Inn
" no+oco In(lnn)’

5) (a) i. Soient F une partie finie de N* puis m = card(F). Pour n € N*|

0<dn(F) = :—lcard(F N1,n]) < %card(F) =

JE

Puisque lim m_ 0, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim d,(F) =0 et donc que d(F) = 0.
n—+oo M n—o+oo

(a) ii. Soit a € N*. Soit n € N*. aN* N [[1,n] ={ka/ k € N* et 1 < ka < n}. Or, pour k € N*,

1
l<ka<no - <k<=
a a

<:>1<k<[3}.
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Dong, card (aN* N [1,n]) = {%} (y compris si n < a) puis

]

On en déduit que

___:_(%—1)§dn(aN*)§

X

1T n 1
n a a

1 1
et donc que lim dn (aN*) = —. Par suite, d (aN*) = —.
n—-+oo a a

(a) iii. Soit n € N*. CN[I,n] = {k?/ ke N*et 1 <k <n} = {k?/ ke N*et 1 <k < yn}. Donc, card (CN [1,n]) =
[vn] puis

1
dn (C) == [Vn].
n
Pour n € N*, 0 < dn(C) < @ = 1 et donc lim d, (C) =0. Par suite, d (C) =0.
n vn n—+oo

(b) Soient E; et E; deux parties disjointes de N* possédant une densité.

e Pour n € N*,

dn (N \ Ey) = Teard (N \ E3) 1 [1,m]) = & (n—card (Ey 1 [1,n])) = 1 — do (E1).

Quand n tend vers +oo, dn (N*\ E1) tend vers 1 — d (E;). Donc, N* \ E; admet une densité et d (N*\ E;) =1—d (Eq).

e Pour n € N*,

dn (E1UE2) = %Card((El UEz2)N[T,n]) = %Card((ﬂ N1, u(E2n[1,n]))

1
== (card (E1 N [1,n]) 4 card (E2 N [1,n]))
=dn (E1) +dn (EZ) .
Quand 1 tend vers +oo, dn, (E1 UE3) tend vers d (E; UE,). Donc, E; U E; admet une densité et d (E; UE2) = d(Ey) +
d (E2).
(¢) Montrons qu’il existe une partie de N* n’ayant pas de densité.

1
On commence par écrire E ={1,3,...} de sorte que dz(E) = 3 puis on compléte de maniére a refaire passer d,, (E) au dessus
1

1 1
de ;1 : E={1,3,4,...} de sorte que d2(E) = = et d4(E) = ;1 puis on raméne dn (E) & 5 E={1,3,4,8,...} : dg(E) = 3
a

2
puis on raméne d, (E) & % : E=1{1,3,4,8,9,10,11,12,13,14,15,16,...} de sorte que di6(E) = % puis on raméne d,, (E)

1 1
5+ E={1,3,4,8,9,10,11,12,13,14,15,16,26,...} de sorte que dag(E) = 5 ...

La suite (dn(E)) n’est pas convergente car cette suite admet deux suites extraites, convergentes, de limites distinctes ( 7

3
et é_l) L’ensemble E ainsi « construit » n’admet donc pas de densité.

On en déduit que d n’est pas une probabilité sur ’espace probabilisable (N*, &2 (N*)).
6) a) Soit m € N*. Alors, 0 <m<m+1<2m+ 1 puis

2m+1
2m+1 2m+1 2m+1 2m+1 2m+1
22m+1 = (] 1 2m+1 _ > —
+1 ];) k m + m+1 m + 2m+4+1)—(m+1)
2m+ 1
=2
!

puis <2m+ ]> L 22m —gm
m
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(b) Soit r € N*. Soit p un nombre premier tel que r+ 1 <p < 2r+ 1.

2r+1\  (2r+1D)(2r)...(r+2)
( T )_ Tl

2r+1 2r+1 2r+1 2r 41

puis H k=r! ( ) p divise H k= ( ) Mais, puisque p est un nombre premier strictement supérieur
k=r+2 T k=r+2

a 1, p est premier avec chacun des entiers 1, 2, ..., 1 et donc p est premier avec le produit de ces entiers, c’est-a-dire 1!.

. 2r+1 . . 2r +1
En résumé, p divise r!( . ) et p est premier avec r!. D’aprés le théoréme de GAUSS, p divise ( . )

2r +1 2r+1
Ainsi, < T:_ ) est divisible par chacun des nombres premiers p tels que r+1 < p < 2r+1 et donc ( : + ) est divisible

+1
par H p.

r+1<p<L2r+1
peP

(c) Montrons par récurrence forte que Yn > 2, H p <4n

psn
pe?

. H p =2 < 16 =42, L’inégalité a démontrer est donc vraie quand n = 2.

p<2
pe?

e Soit n > 2. Supposons que Vk € [2,n], H p <4

<k
pe
Sin+ 1 est pair, puisque n+ 1 > 3, n+ 1 n’est pas premier. Donc, par hypothése de récurrence,

H p:Hp<4n<4n+].

psn+l p<n
pe? pe?

n
Sinon n + 1 est impair et donc, il existe r € N* (car n+1 > 3) tel que n+1=2r+ 1 et donc aussi v = 5 D’apres la

N

2r+1 2r+1
ti écédent divi t ticuli . D’aprés 1 ti
question précédente, H p divise ( . ) et en particulier, H ( . ) apreés la question

r+H1<p<2r+1 r+1<p<2r+1
peP? pe?

6)(a) et par hypothése de récurrence (car r+1 <rt+4+1+1=n+1 ou encore r+ 1 < n),

IT »r= p

p<n+1 p<r+1 r+1<p<2r+1
pe? pe?
2r+ 1
4r+1 % 4r+] % 4" = 42T+1 :411—0—1.

T

Le résultat est démontré par récurrence.

7) a) Soit n € N*. Soient p € & et k € N. Il s’agit de compter le nombre de multiple de p* qui appartiennent & [1,n].
Or, pour q € N*,

1

1<@k<n@pk

n n
<q<ﬁ<:>1<q< ]? .

Il y a donc L%} multiples de p* qui appartiennent & [1,n] ou encore o = L%} .

(b) Soit n € N*,
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vp(!) =vp (1) +vp(2) +... +vp(n va

S| E wa|-yx| ¥

k=1 \ de[1,n] k=1 def1,m]
vp (d)=k vp (d)=k
+o0o
= Z kP (la somme étant en fait finie).
k=1

(c) vp(d) =k si et seulement si px divise d et p**! ne divise pas d. Il y a oy entiers éléments de [1,n] divisibles par p*
auxquels on retire les o1 entiers éléments de [1,n] divisibles par p**! et on obtient By = a4 — 41 puis

—+o00 +oo
= Zkﬁk = Zk((xk—(ka)
k=1 k=1

+oo +oo
= Z koge — Z ko1 (les sommes sont finies)
k=1 k=1
—Zk(xk—z —]ka—Zkak—Z —1)ock
k=2 k=1
+o0o n
= Z =) [_k:| :
k=1 =1 LP
1
(d) Puisque 0 < = < 1, on en déduit que
< non 1 n
N < - = -
vp(nl) ];pk px]_l p—1
P
et d’autre part,
vp(n!) > E (T—1> n —1
p) p
Donc, Vn € N*, Vp € 2, %—1 <vp(nl) < %.

8) Soit n > 2.

n n n n
Y aak=aar+ ) (A=A 1) =eA1+ ) aAr— ) eAr

k=1 k—2 =2 k=2
n n—1 n—1

= Z exAx — Z Exr1AK = Z (ex — ext1) Ak + enAn.
k=1 k=1 o

1
9) a) Soit w € Q tel que [ Xn(w) —E (Xn)| < zalz\lﬁ. Alors, pour tout N € N|

Xn(w) — an| < |xN(w)—<aN+bN)|+|bN|< ar/? +Ibnl.

D’ autre part, (byn) est une suite bornée et an tend vers +oo (et donc aN/ tend vers +00). Donc, pour N assez grand,
bn

[bn| < /3 (car par exemple, | 2/3‘ tend vers 0 quand N tend vers +00). Par suite, pour N assez grand,
an

1 23 1 e 2/3

Xn(w) —an| < S5A4n T3an = an -

1
Ainsi, pour N assez grand, |[[Xn —E (Xn)| < 2‘121\1/3] C [\XN —an| < ZN/3 .

http ://www.maths-france.fr 5 © Jean-Louis Rouget, 2018. Tous droits réservés.



1
(b) Par passage au complémentaire, on en déduit déja que pour N assez grand, [IXN —an| > azN/ﬂ - [IXN —E(XN)| > EGZNB

et donc que

1 1
o<P (\XN —an| > aZN“) <P (|XN —E (Xn)| > zazN/3> <P (|XN —E (Xn)| > Eafﬁ) :

En suite, d’aprés I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV,

1 2/3) <4V(XN)
2 ~

Oglj(XN'_aN|>'_aN 4/3
an

4V (X 1 V(X
Par hypothése, % N (6] —73 et en particulier, % = 0o(1). Mais alors,
ay —+o00 ay ay N—+o00

lim P (Xn = anl > ay*) =o0.
N—+4o00

Partie II. Deux résultats asymptotiques

1) a) Soitn e N*. Sin=1, Z vp(n!)Inp est une somme vide et donc Z vp(n!)Inp =0 =In(n!).

psn psn
peP peP

Sinon, n > 2 puis n! > 2. Un facteur premier de n! est un nombre premier p divisant le produit T x 2 x ... x n et donc
divisant I'un des entiers 2 ou 3 ou ...ou n. En particulier, p < n. La décomposition primaire de n! peut donc s’écrire

p<n
peP

et on en déduit encore une fois que

(b) D’aprés la question 7.(d),

psn vénp psn psn
pe? pe? pe? pe?
In = Ink Inp
<) — =Y Fax
Lot t
p<n k=2 p<n
pe? pe?

1 | !
et donc E P > n(n!) — K. D’autre part
P n
p<n
peS

In(n!) vy, (n!) 1 1

psn psn
pe? pe?
Inp 1 Inp 1
:Z?—;ZW’ZZT—;“ IIv»
psn psn psn psn
pe? pe? pe? pe?
lnp ] n ) N .
> Z — — —In(4™) (d’apres la question 6.(c))
p<n P
pe?
1
=Y 2P g
p<n P
pe?
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!
et donc Z Inp < ln(::')

p<n P
peP
In(n! In In(n!
VneN*,L—ng lnp ln(nt) g
n P n
p<n
peP

(c) On en déduit que

1 | !
y 2P 1) Lo
‘p n—-+oo n
p<n
pe?

_ nhn+OMm + O(1) (d’aprés la question 3.(c))

n—-+oo n

= Inn+0O(1).

n—+

1
2) a) Soit n > 3. On pose de plus, pour k > 2, & = e D’aprés la question &,

n—1

n n
Z l:Zﬁ@:Z&kak:Z(ﬁk—€k+1)Ak+€nAn

p<n P k=2 k=2 k=2
pe?
n—I1
A
= (ﬁk—€k+1)Ak+l—n
n
k=2
De plus, pour k > 2,
(142
o] 1 I(k+1) -k "\ "k
TP Tk (k1) InkIn(k+1)  Inkln(k+1)
et donc,
In(1+ - L
n
Y- mehe
Inkln k-l—] 1
p<n
peP
s In
(b) D’aprés la question I1.1.(c), Ay = Z a; = Z 2P ket O(1). On en déduit que
P k—+oo
i=1 p<k
pe?

wag) o ow(eg) A Mx(w(‘))

k
Inkln(k+ 1) nk+In <1+1E> Ink k—+oo lnk+0<%)
140 !
T K
k—+00 klnk]+o< 1 ) lnk
1 1 1
k—+oo kInk (1 +0 (E)) ( ( ) ( (1 k)) k—+oo kInk (] +0

1 1
= e 1 —
k—+oo klnk < +0 (lnk)) K00 klnk +0 (kln k>

1
In <1+—)
N ~ ——— et donc que A ~ nln’n
lnnln(n—l- ]) " notoo nlnn ™ notoo nlnn

()

(c) On en déduit déja que =Inn puis que
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A An
T e | O en particulier 755 = O(1). D'autre part, daprés la question L1.(c), la série de terme général -——

1 n—1 ( 1 )
converge et donc la série de terme général O converge. On en déduit que (@) = 0O(1). Par
& & (klnzk) 8 K k; kln?k/) no+oo ()

suite, d’apreés la question I.1.(b),

A Z
lnkln (k+1) klnk = <k1n k)

= ln(lnn) +C+o(1)+0(1) o In(lnn) 4+ O(1).

puis
n—1 In(1+
Z i n( k> An = In(Inn)+0(M+0(1) = In(lnn)+O(1).
p<n Inkln k+1 lnn n—-+oo n—+o00
pe?

Partie III.

1) a) Soit n > 2. Tout facteur premier de n est supérieur ou égal a 2. Donc,

\
n=[]r> Hpk Hz 2
k=1

Inn

w7

(b) Supposons p1 < p2 < ... < py. Si T = 2, les nombres premiers distincts de 2 sont impairs. Done, py > 2, puis, par
récurrence, Vk € [2,7], px = 2k — 1. On en déduit que

puis Inn > rln2 = w(n)In2 et donc w(n) <

T T T r—1
n=[Tre = [[pez2]J@x-1=2]]@x+1.
k=1 k=1 k=2 k=1
r—1
Si r =1, 'inégalité reste vraie avec la convention H(Zk +1)=1.
k=1

Sir > 2, (erreur d’énoncé ?) on obtient

= 2r)x (2r—1) x...x3x2 2r)!
@mm) S (A Y (20
=In((2r)!) —In(r!') = (r—1)In2
> (2rIn(2r) — (2r) 4+ 1) — (rlnt) — (r — 1) In 2 (d’apreés la question 1.3.(a))
=rlnt+2rln2—2r—rln2+m2+1=rlnr—(2—In2)r+1+1n2
rlntr—(2—In2)r+2—In2=rlnr—(2—In2)(r—1)
(r—TDnr—1)—2—mn2)(r—1).

AVAR

Ainsi, si f est la fonction f : x — xInx — Ax de la question I.4.(a) (avec A =2—1n2 > 0), on a pour r > 2

fr—=1)=0r—-1Inr—-1)—-2—-In2)r—1) <Inn="~(ra).

L’étude de la fonction f effectuée a la question I.4.(a) montre que r — 1 < Ty (car on ne peut avoir r — 1 > 13,) (ce qui
reste vrai si r = 1) puis, d’aprés la question 1.4.(b)

wn)=r<r,+1 = O( Inn >

On a montré que w(n) = O( Inn )
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N
2) (a) Le nombre de multiples de T qui sont éléments de [1, d] est [?} (o [x] est la partie entiére du réel x) d’apres la
question I.5.(a).ii, et donc
N
1 1[N
E(Xn,r) = 1=—|—]|.
S PRI R 10

r divise d
<d<

On en déduit encore par linéarité que

X ):ZE(XN‘p):%Z [%}

p<N p<N
peZ pe?

(b) On note tout d’abord que pour tout r € [1,N], XZN,r = Xn,r puis, par linéarité de lespérance,

E(XZN) =t Z XN,‘pXN,q =t Z XzN,p+ Z XN,pXN,q
(p,q)€[1,N]? vgy@ (p,q)€[1,N]?
(p,q)e2* P (p,q)EP? et p£q

=F Z XN,p + Z E(XN,pXN,q)

PN (p,q)el1,N]?
pe? 2
(P,q)EZL” et p#q

= E(Xn) + > E (Xn,pXN,q) -

(p,q)€[1,N]?
(p,q)€P? et p#£q

Maintenant, si p # q, Xn,pXN,q(d) =1 & d multiple de p et de q & d multiple de pq. Donc, comme précédemment,

1[N
E(XnpXN,q) = = {— . On a montré que
P q N Pq
1 N
E (X} — .
() =B+ g D L)q]
(pya)€[1,N]?
(p,q)€2? et p#£q
, 1
(c) Tout d’abord 0 < E (XN) =N Z [ } Z —. D’aprés la question I1.2.( Z — = In(InN)+O(1) et donc,
p<N p<N p<N
pe? pe? pe?
E(Xn) = O(In(InN)).
N—+o00

Ensuite, d’apreés la formule de KOENIG-HUYGENS,

2
1[N 1 [N
V(Xn) —E(Xn) =E (X4) — (E(Xn))? —E(Xn) = Yy N{_q]_ Y N{_}
(p,q)€[1,N]? P 1<p<N p
(p,q)€P? et p#£q peP
2
1 N 1 /N
< > ———1 Y < (——1)
2 NPq N P
(p,q)€[1,N] 1<v§N
(P»q)egﬂ et p#q pe?
1 /N
(pour N suffisamment grand de sorte que Z N3 —1)>0)
1<p<N P
pe?
2

1 1 1

SRS [
(pya)€[1,N]? 1SpsN T T<psN

(p,q)€P? et p#q
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Par suite,

2
1 1
V(Xn) —E(Xn) < Z — = Z — —1| (toujours pour N assez grand)
pernge P 1SpsN P
(p,a)EP? et p£q PEZ
2 2
1 1 1 1
= Zg —Zp— oo 2 X o
1<p<N 1<p<N 1<p<N 1<p<N
pe? pe? pe? pe?
1 =1
2) o) @
1<p<N k=1
pe?
Ainsi,
1 N
OSV(Xn) SE(XN)+2 ) = Z@.
1<p<N k=1
peP
1 AR
Puisque la série de terme général 2 converge, on a ]; N O(1) et donc
E(Xn)+2 ) = +Z 7 = Oln(lnN)).
]<p<N

pe?

Finalement, V (Xn) N

(d) Pour N € N*,

PN p<N p<N
pe? peZ? pe?
Sy s (Y
PN P N PN P P
peP peP

pP<N pP<N
pe? pe?
1 1 N N
On pose alors an = In(InN) et by = Z — —In(InN) — N — — | —| | de sorte que E (XN) = an + bn.
p<N p<N p p
peP pe?
1
(an) est une suite positive, de limite +o0o0. D’autre part, Z — —In(InN) N O(1) d’apres la question I1.2.(c) puis
—+o00
<N
Ee@
< ] 1< Iy 1=1
e )R PR e
p<N p<N k=1
pe? pe?
On en déduit que (byn) est une suite bornée en tant que somme de deux suites bornées. Enfin, d’aprés la question
précédente, V (XN) N O (an).
—+00

D’aprés la question, 1.9.(b), hm P (IXN —an|>a /3) =0 ou encore

N—+

lim P (|xN —In(InN)| > (1n(1nN))2/3) -0,

N—+o00
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avec

p (|xN ~In(InN)| > (1n(1nN))2/3) - %card {n e [1,N], Xn(n) — In(lnN)| > (1n(1nN))2/3}

- %card {n e [1,N], lw(n) — In(lnN)| > (1n(1nN))2/3} .
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