SESSION 2018 BECEAS

Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles d’Actuariat et Statistique.
Mathématiques. Option A

Partie 1. Solutions de I’équation de réplication scalaire

1) (a) Pour x €]0,1[, @(x) = —J—‘ +Inx —In(T —x). @ est dérivable sur ]0, 1] et pour tout réel x,

1 1 (1—x)+x(1—=x)+%x2 1
li
= — — = = O.
°'(x) x2+x+1—x x2(1 —x) x2(1—x)>
@ est continue et strictement croisante sur ]0, 1[.Donc, ¢ est une bijection de ]0, 1[ sur ¢(]0,1[) = lirr%) ©(x), HII% o(x)].
x— x—

—1+xInx 1 R . . , .

Pour x > 0, ¢o(x) = — In(1T — x) et donc @(x) ~o T d’aprés un théoréme de croissances comparées puis
xX—
lim @(x) = —oco.
x—0
D’autre part, @(x) ~ —In(1 —x) et donc lim ¢@(x) = +oo.
x—1 x—1

Finalement, @ est une bijection de ]0, 1[ sur R.

(b) Allure du graphe de .

(c) Soit a un réel donné de 0, 1], o) = ola) — 400 et donc Sup {M, (x,y) €10,1[%, x #y} = +00. @

X—a x—1
n’est pas lipschitzienne sur ]0, 1[. Par contre, @’ est continue et donc bornée sur tout segment de ]0,1[ et donc ¢ est
lipschitzienne sur tout segment de ]0, 1[.

Pour x €]0, 1[, posons u(x) = x(1 —x) = x?> —x3. Pour x €]0, 1[, u/(x) = 2x — 3x? = x(2 — 3x). u est strictement positive

2 2 4 2 4 27
sur ]0, 1[ et admet un maximum en 3 égal a u <—> = - <1 — —) = ——. Dongc, pour tout réel x de ]0,1[, @'(x) > —.

3 9 3 27 4
Puisque la fonction @’ ne s’annule pas sur ]0, 1[, on sait que la fonction @' est dérivable sur ¢(]0, 1[) = R puis que, pour
tout réel y,
N, 1 4
0<(07) (Y) = ——— <

o' (o) 27
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1

4
Ainsi, ((p*1 )/ est bornée sur R et on sait alors que @' est lipschitzienne sur R (par exemple de rapport 2—7)

()
(f(w)2 (1 —f(u))

2) (a) Soit t € R. Puisque f est de classe C' sur R, & valeurs dans ]0, 1[, la fonction u — est continue

sur R. On en déduit 'existence de l'intégrale proposée.

D’apreés la question, la fonction u — @(f(u)) est dérivable sur R de dérivée la fonction u — (f(u))j(gui f(u)) Done,
f ) - .
L 20—ty & = Lol = @(f(t) — o(f(0)).

(b) Existence. Pour tout réel t, posons f(t) = @' (at + @(y)). La fonction t — at+ @(y) est définie et dérivable sur R
& valeurs dans R et la fonction (p*1 est définie et dérivable sur R a valeurs dans ]0, 1[. Donc, la fonction f est dérivable
sur R, & valeurs dans ]0, 1[ puis, pour tout réel t

(4 — a _ -1 2 -1 _ 201 _
f(t)—(p,((p,](at+(p(y)))—a(@ (at+ oY) (1—¢ '(at+ @(y))) = al(f(t)*(1 —f(t))

et d’autre part, f(0) = @ ' (¢@(y)) =y. Donc, la fonction f convient. Pour t € R, posons fy(t) =@ '(at+ @(y)).

Unicité. Soit f est une solution de (2). Nécessairement, f est de classe C T sur R, a valeurs dans ]0, 1[ et pour tout réel t,

w) du:JO adu=at

e(f(t)) — o(y) = o(f(t)) — @(f(0)) = L (f(u);((ﬂ f

puis

f(t) = @ ' (at + @(y)) = fy(t).
Ceci démontre 'unicité de fy.

3) (a) Soit [a,b] C]0,1[. Soit (y,z) € [a,b]?. Pour tout réel t, d’aprés la question 1.(c),

fy(t) = f2() = o "(at+ o(y)) — o '(at+ ¢(2))| < %\(atJrcp(y))— (at+ @(z)) = ! (y) — o(2)]

2—7|(P
4

< 77 1€lloo,1a,b) Y — 2| (d’apreés I'inégalité des accroissements finis),

4
et donc, ||®(y) — D(z)||,, < 77 €Il oo, (0,1 [y — 2l L’application @ est donc lipschitzienne sur [a,b] et en particulier

continue sur [a, b].
Ainsi, @ est continue sur tout segment de ]0, 1[ et donc sur ]0, 1[.

(b) e ]0,1[ est un connexe par arcs de R et @ est continue sur ]0, 1[ & valeurs dans B(R,R) (car pour tout y €]0, 1] et
tout réel t, 0 < f(t) < 1). Donc, . = ®(]0, 1[) est un connexe par arcs de (#(R,R), || ||c) d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires.

2
e Soit g = f% € . Pour ¢ > 0 et pour t € R, posons h,(t) = g(t) + %s Arctant. h, est un élément de AB(R,R) tel que

[lhe — gl = €. De plus, h(0) = % puis a (he(0)))? (1 —h(0)) = % et h[(0) =g’(0) + %8 =24 %&. Pour toute valeur

8
de e >0, h!(0) # a(he(0)))? (1 —h(0)) et donc h, ¢ ..
Ceci montre que toute boule ouverte B(g, ¢) sauf peut-&tre une, contient au moins un élément h, de #(R,R) qui n’est
pas dans .¥ et donc . n’est pas une partie ouverte de lespace vectoriel (B(R,R), || |loo)-

e Soit (fn),cy une suite convergente d’éléments de .. La suite (fn), oy converge donc uniformément et en particulier
simplement sur R vers une fonction f qui est bornée sur R. II existe une suite (yn), oy une suite d’éléments de ]0, 1 telle
que

meN, VteR, fo(t) =@ ' (at+ ¢ (yn)).
On note que pour tout n € N, yn = f,(0) €]0, 1[ puis que la suite (yn ),y converge vers f(0). f(0) est donc nécessairement
un élément de [0, 1].

1

e Siy = f(0) €]0, 1[, alors pour tout réel t, par continuité de @ sur J0,1[ et de @' sur R,

flt)= lim @ '(at+o(yn)) =0 '(at+ o (y)) = fy(t),

n—-+4oo
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et donc, la fonction f est la fonction f,. Ainsi, f est un élément de ..

e Sif(0) =0, lim yn =0puis lim @ (yn)=—oc et donc, pour tout réel t, on a nécessairement
n—-+oo n—-+oo

f(t)= lim o' (at+¢(yn)) = lim ¢~ '(X)=0.

f est donc nécessairement la fonction nulle. Mais pourn € N, si a > 0, . 1131 Ifn(t) —f(t)] =Tetsia<O, . lim |f(t) —f(t)] =
—+00 ——00

1. On en déduit que pour tout n € N, [[f —f | > 1 ce qui contredit le fait que la suite de fonctions (fy),, oy converge
uniformément vers la fonction f sur R.

e De méme, si f(0) = 1, f est nécessairement la fonction constante t +— 1 et la suite de fonctions (fy),, .y ne converge pas
uniformément vers la fonction f sur R.

En résumé, toute suite d’éléments de ., qui converge dans I’espace vectoriel normé (Z(R,R), || ||co), converge dans ..
Done, . est une partie fermée de lespace vectoriel normeé (Z(R,R), || ||co)-

Partie II. Etude du cas ou p =2

1) Notons ¢ la limite de g en +oo et £’ la limite de g’. Soit x > 0. La fonction g est continue sur [x,2x] et dérivable sur
Ix,2x[. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe c(x) €]x, 2x[ tel que g(2x) — g(x) = xg’(c(x)). Quand x tend
vers +00, g(2x) —g(x) tend vers { —€ = 0. D’autre part, puisque ¢(x) > x, on a 11111 c(x) = +oo puis 11111 g'(c(x)) =10
X—+00 X—+00

Sil' #£0, g(2x) —g(x) ~ €'x ce qui contredit lim ¢(2x) — g(x) = 0. Donc, ¢’ = 0.
X—+00 X—+00
2) (a)

X =hx=x'—hx=0=e "x'—he Hx=0= (e*Hx)/ =0
=S VteR, e HWx(t) = e HOx(0) = Vt e R, x(t) = x(0)e"V)~HO),
b) Si x(0) > 0, alors pour t € R, x(t) > 0 et si x(0) < 0, alors pour t € R, x(t) < 0. En particulier, la fonction x ne
(
s’annule pas sur R. Enfin, si x(0) = 0, alors pour tout t € R, x(t) = 0.
3) (a) Pour tout réel t,

f1(t) + f2(t) = (er — (1), Af(t)) 1 (1) + (e2 — f(t), Af(t))f2(t)
= (f1(t)er + f2(t)es, Af(t)) — (F(t), Af(t))fy (t) — (f(t), Af(t))f2(t)
= (f(t), Af(t)) — (F(t), Af(t))f1 (t) — (f(t), Af(t))f2(t)
= (f(t), Af(t)) (T — f1 (1) — f2(t)).

(b) Pour t € R, posons x(t) = f1(t) +f2(t) —1 et h(t) = —(f(t), Af(t)) de sorte que pour tout réel t, x’(t) = h(t)x(t). On
ax(0)=11(0)+f2(0)—1T=%x0+1—xp—1=0. La fonction h est continue sur R et donc, d’aprés la question précédente,
pour tout réel t, x(t) = 0 ou encore, pour tout réel t, f1(t) + f2(t) = 1.

4) (a) Pour tout réel t,

(er — f(t), Af(t)) = (1 —f1(t)) (afq (t) + cf2(t)) — f2(t) (bf1(t) + cf2(t))
=1 —=f(t) ((a=c)fi(t) +c)— (1 —11(t) ((b—c)fy(t) +c)
(a—1b) (T —f1(t)) f1(t)

et donc

(1) = (a—b) (f1(t)* (1 — 1 (1)) .

Si a = b, alors pour tout réel t, f1(t) = 0 puis pour tout réel t, f1(t) = f1(0) = xo.

Si a # b, d’aprés la question 1.2.(b), pour tout réel t, f1(t) = @' ((a —b)t + @ (x0)) (ce qui reste vrai quand a = b).

(b) Pour tout réel t, f(t) = (¢~ " ((a—b)t+ ¢ (x0)),1— @' ((a=b)t+ ¢ (x0))).

Sia>b, lim (a—b)t+ ¢ (xo)=-+copuis lim ¢ ' ((a—b)t+ ¢ (xo)) =1. Dans ce cas, lim f(t) = (1,0).
t—+o00 t—+o0 t—+o0

Sia<b, tli§1 (a—Db)t+ @ (xo) = —oo puis tligl @ ' ((a—b)t+ ¢ (x0)) =0. Dans ce cas, lim f(t) = (0,1).
—+o00 —+oo

t—+o0
Sia="b, lim f(t) = (x0,1—%0).
t—+o0
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5) (a) Pour tout réel t,

(o1 — F(t), Af(1) = a (1 = 1 () F1(8) = F2()F2(8)) = a (1 = 1 () F1 (8) — (1 =1 (1))
=a(l—=Ff(t) 2H ) —1)

et donc, pour tout réel t,

f1(t) = afi(t) (1 —f1 (1) (2f1 () = 1).
(b).i. La question I1.2.b) appliquée aux fonctions x = 1—f; et h = —afy (2f; — 1) montre que 1—f; est de signe constant
sur R. Puisque (1 —f7)(0) =1 —x0 > 0, on a donc pour tout réel t, 1 —f;(t) > 0 puis f1(t) < 1.
La question I1.2.b) appliquée aux fonctions x = 2f1 — 1 et h = 2af; (1 — f1) montre que 2f; — 1 est de signe constant sur

1
R. Puisque (2f; — 1) (0) = 2xo — 1 > 0, on a donc pour tout réel t, 2f(t) —1 > 0 puis f1(t) > 5

1
Finalement, pour tout réel t, 7 <fi(t) < 1.

(b).ii. Puisque pour tout réel t, f{(t) = afq(t) (1 — fi(t)) (2f1(t) — 1), on en déduit que pour tout réel t, sgn(a) (f1(t)) = +.
La fonction f; est donc strictement monotone sur R. D’autre part, la fonction f; est bornée. On en déduit que f; a une
limite réelle { quand t tend vers +oo.

(b).iii. D’autre part, la fonction f; tend vers le réel af(1 —¢€)(2¢ — 1) quand t tend vers +oc0. D’aprés la question II.1, on
doit avoir al(1—4¢)(2—1) =0.

1 1
e Si a > 0, puisque pour tout réel t, 7 < f1(t) < 1 et que fy est strictement croissante sur R, on en déduit que 7 <{<1.
Puisque al(1 —¢€)(2¢—1) =0, on en déduit que { = 1. Dong, si a > 0, tligl f(t) = (1,0).
—+00

1
<< Tletdonctl= 5 puisque al(1—1¢€)(2¢—1) =0.

1
e Si a < 0, f; est strictement décroissante sur R, on en déduit que 7

. . 11
Donc, si a < 0, tggloo f(t) = (E’ z)

1
(c) La fonction f, vérifie de méme : pour tout réel t, f5(t) = afa(t) (1 —f2(t)) (2f2(t) —1) et F2(0) =1 —x%0 € }5,1 [

11
D’aprés la question précédente, si a >0, lim f(t) =(0,1) et sia<0, lim f(t)= (—, —).
t—+o00 t—+o0 2 2

Partie III. Inégalité de Pinsker

1) (a) La fonction In est concave sur ]0,+oo[ car sa dérivée seconde, a savoir la fonction x +— ——, est négative sur
X

10, +o0o[. Donc, pour tout A € [0,1] et tout (a,b) €]0,+oo[>, Alna + (1 —A)Inb < In(Aa + (1 — A)b). Par suite, pour
(x,y) €10,11%,

K(x,y) =xlnx+ (1 —x)In(1 —x) — (xIny + (1 —x)In(1 —y)) > xInx + (1 —x) In(1 —x) —In(xy + (1 —x)(1 —y))
>xlnx+(1T—x)In(1—x)—In(14+ 1) =xInx+ (1 —x)In(1 —x) —In2.
(

La fonction {9 : x '—> xInx + (1 —x)In(1 —x) —In2 est continue sur ]0, 1[ et se prolonge par continuité en 0 et en 1 (en
posant P(0) =P (1) = —1In2). Son prolongement est alors une fonction continue sur le segment [0, 1]. On en déduit que la
fonction x — xInx + (1 —x)In(1 —x) —In2 est bornée sur 10, 1[ et en particulier, est minorée sur 10, 1[.

Ceci montre que la fonction K est minorée sur ]0, 1[.

Pour tout x €]0,1[, K(x,1—x) =xIn _x +(1T—x)In ];X =(2x—1)In x puis lim K(x,1—x) = 400. On
1—x X 1—x x—1

en déduit que la fonction K n’est pas majorée sur 0, 1[.

; :Z sont de classe C! sur ]0,1[> & valeurs dans 0, +oo[ et la
fonction In est de classe C' sur ]0, +-0o[. Donc, les fonctions (x,y) — In (;) et (x,y) — In <];X) sont de classe C' sur

b) Les fractions rationnelles (x,y) — X et (x,y) —
Y y

10, 1[2. Il en est de méme de la fonction K puis, pour (x,y) €10, 1[,

oK T—x o (x(1=y)
e = (5) +1-m(7=5) - 1=m (55=)
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puis, pour (x,y) €]0,1[%, K(x,y) = xInx —xIny + (1 —x)In(1 —x) — (1 —x) In(1 —y) et donc

oK x T—x —x(1—-y)+y(l—x) y—x
—(x = —— + = = .
T T Y1 —y) Y-y
(c) Soit x €]0, 1] fixé. La fonction ¥ : y +— K(x,y) est dérivable sur 10, 1], de dérivée ¥’ : y ﬁ La fonction ¥’

est strictement négative sur ]0, x[ et strictement positive sur ]x, 1[. La fonction ¥ admet donc un minimum global strict

sur 10, 1[ égal a ¥(x) = xIn G) (1 —x)ln(} :z) —0.

Ainsi, V(x,y) €10, 12, K(x,y) = 0 avec égalité si et seulement x =y ou encore, la fonction K admet sur ]0, 1[2 un minimum
égal & 0 et ce minimum est atteint en tous les (x,x), x €]0, 1[, et seulement en ces points.

(d) Soit x €]0, 1[ fixé. La fonction Ly : y+— K(x,y) —2(x —y)? est dérivable sur ]0, 1[ et pour y €]0, 1[

y—x)2y—1)7
y(1—y)

L) = =X g - Y=X g
S = iy A = - )

Encore une fois, la fonction Ly admet un minimum en y = x avec Ly(x) = 0.

Donc, V(x,y) €10, 112, K(x,y) — 2(x —y)? = Lc(y) > 0 puis, ¥(x,y) €10, 1[%, xIn <3) +(1—x)In (1

P P
2) (a) Puisque in = Zyi =1,
i=1

i=1

P
Z|Xi—yi\:Z(Xi—yi)-i-z(yi—Xi):ZXi—Zyi-i- 1—Zyi - 1—in
i=1

i€B i€B_ i€B i€B i€B i€B

:2(X3+ _UB+)~

P P
(b) Si, par 'absurde, pour tout i € [1,p], on a x; > yi, alors 1 = in > Zyi =1 ce qui est impossible. Donc, B_ # @.
i=1 i=1

Si By = @ alors, pour tout i € [1,p], xi < yi. Si de plus, par l'absurde, il existe io € [1,p] tel que xi, < yi,, alors

P P
1= in < Zyi =1 ce qui est impossible.

i=1 i=1
En résumé, B_ est non vide et de plus, B est vide si et seulement si pour tout i € [1,p], xi = yi.

P
i
Si pour tout i € [[1,p], xi =y; alors xg, =0, yg, =0 (erreur d’énoncé ?) et in In (—1> =0.
i=1 '
P
Sinon, By et B_ sont non vides et dans ce cas, 0 < xg, < in =1 et de méme yg, €]0, 1[ puis

i=1
ixiln (ﬁ> = Z XiIn (ﬁ> + Z XiIn (ﬁ>
im1 Yi i€B, i i€B_ Yi
Inachevé.

(c) Si pour tout i € [1,p], xi = yi, alors l'inégalité a établir est immeédiate. Sinon, xg, €]0,1[ et yg, €]0, 1[ puis

p . p—
inln <§) = XB+1H <Xgi> + (] —XB+)111 (1 XB+> =K (XB+)yB+)
i t

YB ., 1 —YB .,
>2(xp, —ys,)* (dapres I1.1.d)
2
(

1 &
=2 (Z Z1 [xi —yi> d’apres I11.2.a)
im
P 2
(Z Ixi — Ui) .

i=1

1
2
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Partie IV. Convergence vers un point de coordonnées strictement positives
1) (a) Pour tout i € [1,p] et tout t € R,

et donc, pour t € R,

P P P
(Zf) (t) :Z<ei—f(t),Af(t)>ﬁ(t) = () filt)e, Af(t)) — (Z ﬂ(t)) (f(t), Af(t))

i=1
puis
p ! p
(1 -y ﬂ) (£) = —(f(t), AF(1)) <1 -y ﬂ(t)) .
i=1 i=1
P
Par suite, la fonction x = 1 — Z fi vérifie x” = hx o pour tout réel t, h(t) = —(f(t), Af(t)). Puisque x(0) =0 et que h
i=1

est continue sur R, la question I1.2.b permet d’affirmer que x = 0 et donc, pour tout t € R, Z fi(t)=1.

i=1
(b) Pour i € [1,p], soit hi : t+— (e; —f(t), Af(t)). hi est une fonction continue sur R et f{ = h;if;. De plus, fi(0) > 0.
P
D’aprés la question I1.2.b, pour tout réel t, fi(t) > 0. Puisque pour tout réel t, Z fi(t) =1, on en déduit que pour tout

i=1

i€ [1,p] et tout t € R, fi(t) €]0,1[ (si p > 2). Donc, f est & valeurs dans A°.
2) (a) Soit x € A°. Puisque x* est aussi dans A°, d’aprés I'inégalité (7) de la question I1.2.c,

L x5 1 (& 2
leln (Xi) Z 3 ;b‘l X4l 20
z (Z Ixi —x1|> > 0 et d’autre part,
Zx In (—‘) =0.

(b) De plus, si x # x*, Q(x

(c) Soit i € [1,p].
Sixi>xi>0, 1n<X )ZJ Eéj LEZL(Xf—Xi)-

Xi x; ¢ x; Xi Xi
. x¥ Xt dt Xt dt 1 . x¥ 1
Si0<xf <xi, —In{—+ :J —>J — = — (xi —x}) et encore une fois In [ = | < — (xf —x4).
Xi xt 0 ey oxi Xi Xi

* *
. . X5 X5 . R
Puisque chaque x est positif, on a dans tous les cas x} In <—1> < — (x§ —x4). En additionnant membre & membre ces
Xi Xi

inégalités, on obtient

x
&

P
E 2L (xF—xq)
Xi

i=1

Ensuite,
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P

xX:
(xf—x) <) . Xl

1

Co ek

M-
BB

i=1 i=1
g - 0 ===
mln{x1,... xp}ZX b —
1 1
1 P N\ (& L\ ?
< — x5 — X d’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ
min{xq,...,xp} <; )> (;(L J) (dap & )
: P T /p b
{——— X3 X; — X car pour tout i € [1 x; € [0,1]
min{xi, ..., xp} <; 1) <; ' ) (car p (17l i € 10,1])
1 i :
= .— X _X .
min{xq,...,Xxp} <; ' )
Finalement,

1
% 2
1

P
b (x¥ —x <— X — X
- —x) < min{xi, ..., xp} (; t )

3) (a) La fonction f est de classe C' sur R & valeurs dans A® (d’aprés la question IV.1) et Q est de classe C' sur Ag a
valeurs dans R. Donc, Q o f est de classe C! sur R & valeurs dans R. De plus, pour tout réel t,

P P
=Y xin(x}) =) xiIn(fi(t))
i=1 i=1

vx € A% Q(x) <

M-
EXE:

et donc

P /'t P
(Qof)(t)=—> x Lt — > Xi(ei — f(t), Af(1)

i=1 i=1

Zx ei, Af(t (i ) Af(t))

——<x ,Af( )) + (f(1), Af(t)) = —(x" — f(t), Af(t)).

(b) Par hypothése, pour tout réel t, (x*—f(t), Af(t)) > 0 (puisque f(t) est dans A®) et donc pour tout réel t, (Qof)’(t) < 0.
La fonction Q o f est donc décroissante sur R. De plus, la fonction Q o f est minorée par 0 d’aprés la question IV.2.a. On
en déduit que la fonction Q o f a une limite en +oo qui est un réel £ positif ou nul.

4) (a) D’aprés la question IV.2.c, pour tout réel t,

] P 2 %
0 < QU(t) < s O o) <; (fi(t) —x}) ) :

et donc, puisque la fonction Q o f tend vers { en décroissant,

P
S () —x1)? > (min {1 (), ..., £ () (QUF(E)) > e202,
i=1
(b) e Soit & > 0. Soit B = B, (x*,\/&). Vérifions que A N Cgr (B) est un compact de RP. Si AN Cgr(B) = @, clest
immédiat. On suppose dorénavant AN Cgp (B) # &.
P
B est un ouvert de RP et donc Cgp (B) est un fermé de RP. D’autre part, application ¢ : x — in est continue sur

i=1
RP car linéaire (et dimRP < +o00). Donc, A = @~ '{1} est un fermé de RP en tant qu’image réciproque d’un fermé de R
par une application continue. Finalement, A N Cgs (B) est un fermé de RP en tant qu’intersection de fermé de RP.

P
Pour tout x de A, ||x||; = Z xi = 1 et donc A est une partie bornée de RP. Il en est de méme de A N Cgyp (B).
i=1
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Finalement, AN Cgp (B) est une partie fermée et bornée de RP. Puisque RP est de dimension finie, le théoréme de BOREL-
LEBESGUE permet d’affirmer que AN Cgp (B) est un compact de RP.

e Soit o > 0. Si AN Cgr(B) = @, n’importe quel réel strictement positif  convient (puisque pour x € A, la proposition
Ix —x || « est toujours fausse).

Supposons dorénavant AN Cgr (B) # &. La fonction P : x — (x* —x, Ax) est polynomiale en les composantes de x et est
donc continue sur RP, & valeurs dans R. On en déduit que 'application 1p admet un minimum sur le compact AN Cg» (B).
Par suite, il existe a € AN Cgr (B) tel que pour tout x € AN Cgr (B), (x* —x,Ax) = (x* —a,Aa). Soit f = (x* — a,Aaq).
Par construction, a # x* (car ||a —x*||* > « > 0) et donc B > 0.

On a montré qu'il existe un réel B > 0 tel que : Vx € A, (||x —xF > = (X —x,Ax) > [3)
(c) Pas trouvé.

(d) Pas trouvé.

5) (a) Pas trouvé.

(b) Pour tout réel t,

(f12f3)" (1) (t)f2(t)f3(t) + 1 ()2 ()3 (t) + 1 (t)f2(t)f3(t)

i
((er — (1), Af(t)) + (e2 — f(t), Af(t)) + (e3 — f(t), Af(t))) f1(t)f2(t)f3(t)
=3(3 (e1 + ez + e3) — f(1), Af(t))F1 (V)2 (t)F3 (1)

<X* t), Af(t) 1 (D) f2(t)f3(t) > 0.

__‘«J

Dongc, la fonction f;f,f3 est croissante sur R.

(c) Pas trouvé.
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